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Introducao

°* Algumas funcdes sao conhecidas apenas em
um intervalo finito [a,b], e sao representadas
por uma tabela, nao se dispondo de sua
forma analitica

Tabela 1
| X Yi
0 Xo Yo
1 Xy Y1
2 Xp Y,
n Xy Yn
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Introducao

* (O dados databeladevem levar a construcao
de uma funcao aproximada

° Muitas vezes funcoes apresentam formas
analiticas complexas, podendo ser
aproximadas por outras funcoes mais
simples, como:

— Logaritmica
— Trigonomeétrica
— Polinomial

Este curso apresentara apenas as funcdes polinomiais

B andre.cavalcante@indt.org.br




Conceitos

* Seja Y = f(X) representada na Tabela 1.
Determinar f (X) sendo:

a) X e (X, X ) e X£X,1=01...,n
b) X & (X, X;)

Para resolver a), deve ser feita uma interpolacao:

* Determinar o polindmio interpolador, que é uma
aproximacao da funcéo tabelada

Para resolver b), deve ser feita uma extrapolacao:
* Na&o é objeto deste curso
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Conceitos

* Exemplo:

Um censo fol realizado sendo
coletados os seguintes dados para
uma dada cidade:

Ano 1960 1970 1980 1990 2000
Populagéo 600.000 | 750.000 980.430 1.340.220 | 1.830.410

Populacéo para 1975 =====p- | Tecnica de Interpolacéo

Populagdo para 2010 === | Técnica de Extrapolacio
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Interpolacao de
Lagrange

°* Polinomio interpolador:

Sendo dados (n+1) pontos, sera encontrado o
polindbmio interpolador de ordem n.

Teorema:

Seja (x;, ), 1=0,1,2,...,n(n+l pontos), X; #X;, parai=].
Existe um unico polinémio P(x) de grau ndo maior que n, tal
que Pn(x;) =y;, para todo i.

Logo,

n
P.(x) =a, +611X+a2x2 +..+a X" =Zaix'
i=0
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B2 Calculo Numérico

Interpolacao de
Lagrange

* Para os pontos (X, Y;), tem-se que:

2 n
P(X,)=a,+aX,+a,X; +...+a X, =Y,

2 n
P(x)=a,+aX+aXx +.+ax =Y,

P(x)=a,+aX +a,x +.+ax' =y

* Na forma Matricial:

B 2 n | ] B ]
o Xq Xo || o Yo
2 n
X, X o X || &y 3 Y
1 x, XX - x'|la,| |VYn
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B2 Calculo Numérico

Interpolacao de
Lagrange

* Na forma Vetorial:

Xa=y
0 Xr? Xo v
o xft k6 0| T woow]
: :2 a:[ao al an
1 X, X X

Det(X) =f[(xi ~X,)

P>

Como, |x #X;| parail+#] mmp Det()() + (0

Logo, |P,(X)| existe e é tnico.
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Interpolacao de

Lagrange

° Polindmios de Lagrange:

Sejam os n + 1 polindbmios p;(x) de grau n:

po(x) — (X—Xl)(X—XZ)...(X—Xn)
pl(x) — (X—XO)(X—XZ)...(X—Xn)

P, (X) — (X — Xo)(x — X1) .. (X — Xn—l)

n
Na forma sintética: | P (x) = H (x— Xj)
j=0

J#i

1=0,1,2,...,n
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B2 Calculo Numérico

Interpolacao de
Lagrange

°* PolinOmios de Lagrange (continuacao):

Tals polindmios possuem as seguintes propriedades:

a) pi(x;)#0  V j=i | Tais polindmios s&o conhecidos
b) p.(x.)=0 ¥V j=i |CcomoPolinomiosde Lagrange
i\

Como o polindmio interpolador P, (X) que se deseja encontrar
é de ordem n e contém os pontos (x;, ¥;), 1 =0, 1, 2, ..., n, pode-
se escrevé-lo como uma combinacao linear dos polinémios
de Lagrange.

Logo, | P, (X) =, py(X) +b,p,(X) +---+b, p,(X)

LV P, (X) = Zbi p; (X)
i=0
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B2 Calculo Numérico

Interpolacao de
Lagrange

°* PolinOmios de Lagrange (continuacao):
- Calculo dos coeficientes b;’s:
Para o ponto x indice i (x;), tem-se:
P (%) =0y po (%) + B, P (X)) +- -+ b, p; (%) +- -+ DB, p, (%)

Considerando as propriedades dos polin6mios de Lagrange,
tem-se:

P (x)

P(x)=bp.(X) = b =-\"
n (XI) | pl (XI) | pl (XI)
v o b=

Como P,(X) =y, == 5 0.(x)
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Interpolacao de

Lagrange

°* PolinOmios de Lagrange (continuacao):

Yi
p: (%)

Como P,(x)=0,p,(x) ¢ b=

Como pi(x)zl_l(x‘xi) parai=0,1,2,..,n

J#i

L P (x)= Z Yy, - H B Equacao do Polinémio
0 j-o (X, —X;) | Interpolador de Lagrange
j#i
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Interpolacao de

Lagrange

* Exemplo:

Determinar:

(@) O polindmio interpolador de Lagrange para a funcéo
conhecida pelos pontos tabelados abaixo;

(b) P(0,3).
| X Yi
0 0,0 {0,000
1 0,2 |2,008
2 0,4 |4,064
3 0,5 [5125
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Interpolacao de

Lagrange

* Exemplo:

Solucao

(a) Polindbmio Interpolador:

~ 3 3 (X—Xj)
P, (x) _g):yi .]J;(I):(Xi X))
P3(X) =Y, (X—Xl)(X—XZ)(X—X3) (X_XO)(X_XQ)(X_Xg)

(Xo - Xl)(XO - Xz)(xo - Xs) T (Xl _ XO)(Xl - XZ)(Xl _ Xs)
(X—XO)(X—Xl)(X—XS) 4 (X—XO)(X—Xl)(X—XZ)
(Xz - Xo)(Xz - X1)(X2 a Xs) ’ (X3 - Xo)(xs - X1)(X3 - Xz)
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Interpolacao de

Lagrange

* Exemplo (continuacao):

P(x) = 24,908 (x®—0,9%* +0,2x) + 4,064 (x®-0,7x* +0,1X)
0,012 (~0,008)
%?LZ (x* —0,6x° +0,08x)

Resultando em: |P,(X) = x° +10x

(b) P(0,3):
Tem-se P,(0,3) = (0,3)° +10(0,3) == |P;(0,3) = 3,027
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Interpolacao de

Lagrange

° Erro de Truncagem
(Interpolacao de Lagrange):

E, (%) = f(X)—P,(X)] com [X & (%, %,)
ou
E.(X)=(X=%).(X=%)...(Xx—X_).A

Constante a ser
determinada, a qual depende
da funcéo a ser analisada.
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Interpolacao de
Lagrange

° Erro de Truncagem
(Interpolacao de Lagrange):
Pode-se demonstrar atraves do Teorema de Rolle, que:

n+1
A:]c () onde &€ (Xy,X,)
(n+1)!
Logo:
Interpolacao de Lagrange
5 5 5 3 fn+1(g)
E.(X)=(X—X,).(X—X)...(X—X_).
1 (X) = (X=X%).(X=X)...(X=X;) (D!
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* Exemplo:

A funcao y = f(x) passa pelos pontos registrados na tabala
abaixo. Determine:

(a) O valor aproximado de f(0,32) usando o polinbmio
Interpolador de 2° grau, ou seja, calcular P,(0,32);

(b) Calcular o erro para f(x) = x3-4x2-2x+1.

X 0,000 0,100 0,300 0,400
y 1,000 0,761 0,067 -0,376
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Interpolacao de

Lagrange

* Exemplo:

Solucao

Usando-se os trés ultimos valores tabelados para a
montagem do polindmio, tem-se

X,=0100| == 'y, =+0,761
x,=0,300 == |y, =+0,067
X,=0,400| wmp |Yy,=-0,376
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Interpolacao de
Lagrange

* Exemplo:

Solucao

(a) Polindbmio Interpolador:

2 2 (X=X%;)
Pz(x):;% .H(X- —X-)

P,(X)=Y, (X=%)(X=X,) (X=%)(X=X,)

(Xo - Xl)(XO - Xz) T (Xl - XO)(Xl - Xz) ’
(X=X )(X—X,)

& (Xz a Xo)(xz a Xl)

B andre.cavalcante@indt.org.br



Interpolacao de

Lagrange

* Exemplo (continuacao):

P, (X) = +0,761

(x-0,3)(x-0,4) - 0.067

(01-0,3)(0,1-0,4)

6 (x=01)(x-03)

(0,4—01)(0,4—0,3)

(x—=0,1)(x—-0,4)

(0,3-01)(0,3-0,4)

Resultando em:

P,(X) =1,012

—219x —3.2x°

Logo: P, (x) =1,012 —2,19(0,32) —3,2(0,32)°

L.

P,(0,32) = —0,01648
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Interpolacao de

Lagrange

* Exemplo (continuacao):

(b) Erro de Truncagem: |E; (X) = f (X)— P, (X)

Logo:
E. (0,32) = f(0,32) - P,(0,32) = (-0,016832) — (-0,01648)

L» E. (0,32) = -3,52.10™
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Interpolacao de

Lagrange

* Exemplo (continuacao):

| o - 3 fn+1(g)
Oou: ET (X)—(X_Xo)'(x_xl)"'(x_xn)' (n+l)|
L E (X) = (X—X;). (X=X )(X—=X,). f3(|8)

Tem-se que:
f(x) =x*—4x"-2x+1
f(x) =3x"-8x-2

f'(x) =6x-8
(%) =6 L> E, (0,32) =-3,52.10°*
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E; (0,32) =(0,32-01).(0,32-0,1)(0,321 - 0,4)%




